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(Auteur : Arne Keller)

Le matin de bonne heure, le éaést en train de se faire et vous beurrez votre preamiartine que
vous posez sur le bord de la table. Au moment de vous servir & oafpetit coup de coude et catastro-
phe : la tartine tombe, bieevidemment elle tombe du @beurre, la jour@e s’annonce mauvaise. Cette
propension qu’ont les tartingstomber du ca@ beure estenigmatique. Certains I'ont attribia une force
malefique ... Vous faites désudes scientifiques, vous refusez donc d’accepter ce genre d’argumentation.

Dans ce prokme nous allons dongtudier la chute de la tartine, et tenter d’obtenir une explication
mécaniquea ce dangereux @monene. Supposons qu'awpart, la tartine soit maintenue horizontale, en
surplomb sur le bord de la table. Une foélkee, la chute de la tartine séabmpose en deux phases. Au
cours de la prengrre phase, la tartine glisse sur le rebord de la table : elle tombe tout en pivotant, autour de
son centre de grawt mais elle reste toujours en contact avec le bord de la table. A un certain moment, le
contact avec la table est rompu, la seconde phase de la chute commence. Au cours de cette seconde ph
la tartine est en chute libre. Nous allons donc traiter ces deux phgsaBraent, mais avant toutgthillons
la facon dont nous allons métiser la tartine.

1 Préeliminaires-Modélisation de la tartine

On pourrait consiérer que la tartine est un pakdépipede rectangle, mais comme pour le moment vous ne
savez traiter que les mouvements de point€niels dans I'espace et non pas le mouvement d’un solide, on
va mockliser la tartine de la facon suivante : La tartine sera&lisek par une tige rigidd B de longueur
2] a laquelle sont attaéles trois masses ponctuelles, deux masgeafes sont siges respectivement aux
extremies A et B de latige,ny = mp = 7§ et une masseg = %m est sitiee au centré; de la tige. On
négligera la masse de la tige.

Supposons que la tigéB soit aninée d’'un mouvement quelconque dans un @lamy muni des vecteurs
unitaires de basé ;. Notonst, le vecteur unitaire ayant@me direction et sens que le vectelss et le

dii,

vecteur unitaire @fini pariy = <7, f étant I'angle que fait la tige avec I'ax@x.
1. Montrer que I'expression suivante :

d2071+ d2079+ 2 0G
a2 BT g TG g

peut s’exprimer &s simplement en fonction de I'a&lération du pointZ et de la masse totale de la
tige.

ma



Figure 1:

2. Donner une expression des vitesgg®t vz des pointsd et B en fonction de la vitess&; du point
G, del, 0 et dety.

3. Soit L4, Lp, L, les moments cietiques respectifs par rapport au paindes massesi,, mp et
me. Quelle est la valeur d&s? Montrer gue le moment atique total de la tige peutétrire de la
facon suivante :
E:EA—Fﬁg—f—EB:IéE (1)
ol k =i A jeth = %. I est appeb le moment d’inertie de la tige, on donnera son expression en
fonction dem et|.

4. Calculer I'energie cigtique totale de la tige et montrer qu’elle peut se mettre sous la forme :

1 1.
Ec = imvé + 5192 (2)

2 Premiere phase de la chute

On consi@re dans cette section, qu’au cours de sa chute, la tige reste dans plaerpendiculaire

a l'aréte constituant le bord de la table et qu’elle est en permanence en contact avec la table. On prend
comme origineD du regere, le point de contact de la tige avec la table, I'éxesera pris horizontal, et

I'axe Oy vertical, dirig vers le bas. LadactionR, de la table sur la tige, est normaida tige, cariln'y a

pas de frottement. On notepda distanceDG etd I'angle que fait la tige avec 'ax@z. i, est le vecteur

unitaire ayant rame direction et @me sens qu@—é (voir figure Figl).

2.1 Relation fondamentale de la dynamique

1. Faire le bilan des forces qui s’exercent sur la tige. On fera uarsalrepesentant la tige avec les
vecteurs forces.



2.2

2.4

. Ecrire la relation fondamentale de la dynamique pour la tige. En utilisant la relation olidaue
guestionl.1l, on remarquera que I'on obtient une expression qui ne concerne que le mouvement du

pointG.

. A partir de I'expression @edente éterminer deuwequations diferentielles faisant intervenir, 6 et

leurs cerivees prenéres et secondes, par rapport au tempgéquation faisant intervenir laédivee
seconde de sera notée E'1 et I'équation faisant intervenir lgétdivee seconde désera noke E2.

Moment cinétique

. Déterminer la somme des moments des forces par rapport au@osiexercant sur la tige. On

montrera que la seule force qui intervient dans cette expression eésttionZ de la table sur la tige

. Ecrire I'equation dévolution du moment cigtique. En utilisant Equation {), on obtiendra une

equation diférentielle relian® et p, que I'on noterat’3.

. En ceduire qué est une fonction croissante du temps et donc une fonction croissafite de

. Puis en utilisant Bquation2 en ceduire que) < ¢ < 7.

Energie

. Montrer que les forces autre qllfe derivent d’'uneenergie potentielle.

. La force de eaction de la table sur la tige ne travaillant pas, calculengrgie potentielle de chacun

des points4, B etG. On prendra I'origine deénergies potentielles en= 0, c’esta dire au niveau
de la table.

. Montrer que Ienergie potentielle totale de la tigestit :

U(p,0) = —mgpsin(0)

. Latige est lache,a partir de sa position horizontale, sans vitesse initiale. En utilissquidition 2),

determiner unéquation diférentielle relianp?, 62, p etd. On noteraE4 cetteéquation.

Condition de cecollage

Comme dans la plupart des prébies physiques, on ne sait gasire la solution des quatrégjuations
differentiellest'1, E2, E3, F4, qui caracérisent le mouvement de la tige.€Bnmoins, nous allons tenter
d’extraire la maximum d’information de cé&sjuations, pourésoudre le proBime qui nous f@occupe :
montrer que la tartine tombe du édteuré. Dans cette section nous allons cheréhencadrer la valeur de
6, a l'instant ai la liaison entre la tige et la table est rompue.

On noterd,, I'angle que fait la tige avec 'ax@w, a l'instant al le contact entre la tige et la table est
rompu et). la valeur de& a cet instant. De Bgme, on notera,, p. etp., la valeur dep et de ses @rivees par
rapport au temps, aué@me instant.



. Ecrire la condition correspondaatia rupture de la liaison entre la table et la tige. Quelle est alors la
valeur def a l'instant ai cette rupture se produit?

. Que deviennent lesquationsE'l, E2 et £4 a l'instant au la tartine @colle de la table. On notera
E1’, E2' et E4' ces nouvellegquations.

. En utilisant lesequationsE2’ et E4’, obtenir uneéquation ne faisant intervenir qdg 6., n = p./l et
02 = g/l.

. Montrer quef < 6. Pour cela orétudiera la fonction :

3 +1
fn) = P+ 1

dans l'intervalle correspondant aux valeurs physiques de

. En utilisant le esultat de la questior2 (2.4) on obtiendra donc un encadrement pour la valeut.de

. Montrer alors que les valeurs possibles?@iesont donees par :

0% = 972 {axj: Vbr? — c}

14 3n?

Ouonanokz = sin(f,) etal les pararaétresa, b etc ne cependent que dg On donnera I'expression
de ces paragtres en fonction ds.

. En utilisant le esultat de la questior2 (2.3) montrer que seule la solution :

6> 972 {a:c+\/b:c2 —c}

¢ = 1+ 3n?

est physiquement acceptable.
Aide : onétudiera le sens de variation des fonctions suivantes :

f+(z) = ar +Vbz? — ¢
f-(x) =ax — Vbz® — ¢

On précisera le domaine dedinition, en fonction déetc, sur lequel: est physiquement acceptable.

. Montrer alors que :

1/2 1/2
0 311 <4 <ol 9
(14 15m%)(1 + 31?) 1+ 3n?

En faisant quelques egpences, on remarque que la valeund@&excede pa$% . En consiérant
quen < 1 on montera que :

0/3n < 6. < Q\f6n



3 Seconde phase de la chute

Dans cette partie on suppose que la tige n’est plus en contact avec la table. Elle est donc en chute libre.

1. Montrer qu'au cours de sa chuleest constante.

2. On estime le temps de chulépar I'expression suivante :
T=\—
g

ou h est la hauteur de la table. Discuter qualitativement masipemment, des approximations
effectiees lors de cette estimation.

3. En deéduire un encadrement de I'angle toda} dont la tartine a tour®, entre l'instant initial a elle
était horizontale pda=e sur le rebord de la table et I'instant ou elle touche le sol. On dodpgen
fonction den, [ eth.

4. Application nungérique :n = 5%, h =1m,[ = 15cm
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